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1. Aufgabe

a) Ideales Gasgesetz:

Hydrostatische Grundgleichung:

dp(z) _ dp _ g o
7 =p(2)g & > "R, & p(2) = poeTta
mit
=, + msg
Po DPa A
Pa

mg

Massenerhaltung fiir den Behilter lautet:
L
mag = / p(z)gAdz
0

Barometrische Hohenformel lautet:

: o+ 52 g
p(z) = poeRgTa = pR—TAeRgTa

Alles in die Massenerhaltung einsetzen und integrieren:

A/ o RT, nad
mG:p0—<eR7TLa—1>:>L: In 4 +1
g pa + s

b) Es gilt:
dp  RT,dp

— Wirdr
P p



/
O

7
Integration liefert:

Pmazx d Ro w? ma w2
/ o _ / rdr & lnp = (RS — TS)
p T0

s P RT, po  2RT,
mit
4 msw?r
Po = Pa A

Einsetzen und auflosen:

2
i (p N msw To) 62;; (R2—r2)
max a A

c) Es gilt:
dp = p*wrdr

Integration analog zu b) mit konstanter Dichte p*:

2 *
msw-ry 1%
DPmaz = Pa t+ A + Euﬂ(R(Q) - T(Q))




2. Aufgabe

a) Verlustbehafteter Bernoulli von Oberfldche zu Punkt E:

H 1
Pat0g(h+ 7)) 2 pa+ 5005 (1+ Ces)
Damit das Wasser nicht weiter steigt, gilt: vy = %
Umstellen nach (g, liefert:
2g(h + 1)
CGes S —22 -1
Vg
2g9(h+4)

:>CGes§ -1

. 2
4rn

b) Erneut verlustbehafteter Bernoulli von Oberflache zu Punkt E:

1 *
Pat 09(h+ H) =p, + EQ(UE)QO + Cges + Cv)

mit vy, = 4;%3“ folgt:

h_l_H < ) 1+<G65+CV)
: 29(h+ H)  ond? 29(h+ H)  ord?
Mpey : = :
14+ Cges +Cvy 4 Cv + 29(h+5) 4
\4 U%
. h+ H Q7Td2
Mpew = VR
UEI 4
h+ H

-m

= Mpey =

(h+ 2)+ v, <g7$2)2

¢) Quasistationdr: [ %ds =0

verlustbehafteter Bernoulli von sich bewegender Oberflache zu Punkt E:

2
5(~5) +eathe ) = Sonde) (14 Gaur)

2 2
mit Konti: vg () 'w{l—Q = _Z_i A= vpt) = Zl; :_dAQ
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Trennung der Variablen:

(%) (0t G — 1] — 29+ 2)

= —dt

\/(%) (Lt o) =1 dz
vVh+z

/ 7rd2 1 + CG’es -1 dz
Vh+z

T:_\/ ) 1;;@@5)— _2[ h+z](;

EEDE
=T=-2 (i) -(WVh—=vh+H)
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3. Aufgabe

a) Fir das gesuchte, lineare Geschwindigkeitsprofil gilt:

va(y) = a- |yl +b

Mit den beiden Randbedingungen:

B
U2(y: 5) :UZ,maz:a'§+b
v(y=B)=0=a-B+b
=b=—a-B
Einsetzen in die erste Randbedingung ergibt:
B
V2 mazx a-——a-B
2
2 vQ,maac
a=—
B
b berechnet sich dann zu:
b= 27}2,maaz

Alles einsetzen liefert die vollstindige Form des Geschwindigkeitsprofils:

2- UQ,maar |y|

U2(y) = _T ' |y‘ + 2U2,ma:}c =-2- V2, maz <§ - >

Laut Aufgabenstellung ist der Geschwindigkeitsgradient an der Wand iiber die gesamte
Messstrecke konstant. Dieser ergibt sich an der Stelle 1 zu:

v (y) 2
= ay ’y:B = _E *Vimaz = @

= V2 maz = V1,maz

= v2(Y) = =2 V1 maw (% — 1)

Gemail der Kontinuitidtsgleichung fiir inkompressible Stromungen ist der Volumenstrom
innerhalb des Kanals konstant und kann fiir Stelle 1 und 2 berechnet werden. Es gilt:



R

b) Um den Widerstand des Korpers zu berechnen, betrachtet man nur die Impulsbilanz in
x-Richtung:

_____________________ y il
. . C— [ — .
Fp1 : N i B 12B{e—F,,
g :4'4» g Sl 168 =
? : -
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—IL + 1y =Fp — Fpy — Fp— Fy



Fiir den Impuls an Stelle 1 gilt:

242 1 y4}B

:pTU2ma$ |:y___+__ dy

! 3B2  5DBY_,

2 1

= 2pTv? B—-B+ -
P Ul,ma:p ( 3 + 5>

16

= EPTBU%max

Der Impuls an Stelle 2 ergibt sich zu:
ILy=11+ Lo+ Iz3

I5 1 lautet:

Analog I5 5 und I5 3:



Damit ergibt sich I, zu:

Die Druckkrifte lauten:

Die Reibungskraft wird wie folgt bestimmt:

B
= 2,0T/ (ay + b)*dy
B
2z
a’ ab b?
=207 | —-B*+ —B*+ —B
P (24 LR >
1
= ngBvima:p
13
[2 = EPTBU%,maa:
Fpy =2p/TB
Fpy =2p,TB
0
Frp=2mwA=2n v(;;y) ly=BT

2
= 2ngvl,maxT = 4%Tvl,maz

Damit ergibt sich fiir die Haltekraft:

1 4
Fy = —2TB(py — p2) + —pTBv} 0 + EﬁTLvl,max

60



4. Aufgabe

a) Die dreidimensionale Kontinuititsgleichung fiir inkompressible, stationére (% = 0) Stromun-

gen lautet:
Ju N ov N ow 0
or oy 0z
Die Stromung ist eben, d.h. es gilt:
0 0?
— =— =0, v=>0
dy  9y?

Damit folgt aus Kontinuitdtsgleichung:

Ju n ow 0
or 0z
Die Stromung ist ausgebildet, d.h. die Geschwindigkeitskomponenten éndern sich in z-
Richtung nicht:
8u_8’0_8w_82u_82@_82w_0
0z 0z 0z 022 022 022
Somit folgt:
du
=0
dx

Daraus folgt © = C' mit der Integrationskonstante C. An den Winden gilt wegen der
Haftbedingung u(z = 0) = u(z = h) = 0. Die Losung der obigen Gleichung in die
Randbedingungen eingesetzt fiihrt zu u(z) = 0.

Die dreidimensionalen Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible Stromungen lau-

ten:
ou ou ou ou op Pu  0*u  O*u
P (at” oz Uy T a) fom et <8x2+8y2+822>
ov ov ov ov 8 v 0*v O
p-(a—i-u %—F 'a—y—i-w az) fy T}’(@‘F@ﬁ‘@)
ow ow ow ow Pw  Pw  O*w
P (E*“ or Uiy T a) fa = ”'(ax2+ay2+az2>

Mit den Vereinfachungen von oben folgt:

_ Op
O_fl”_a:c

0=f,
8p 82

0=1r~ rr



b)

Die Gravitation ist nicht vernachldssigbar und wirkt in negative z-Richtung, sodass gilt
fz = fy =0und f, = —p-g. Aufgrund der ausgebildeten Stromung ist w keine Funktion
von z und wegen der ebenen Stromung keine Funktion von y. Damit gilt w = w(z) und
Ow/0x = dw/dz. Eingesetzt ergibt sich:

dp
0=~%
0=0

op  d*w

0=—pg— — —
PI~ 5, R dx?
Damit ergibt sich, dass p keine Funktion von x ist und wegen der ebenen Stromung keine
Funktion von y ist. Damit gilt p = p(z) und Op/0z = dp/dz. Es ergibt sich:

dp+ B d?*w
dz P9 T g2

bzw.
1 (dp n B d*w
n \dz PI) = da2
Die erste Integration dieser Gleichung liefert:
dw 1 (dp
b C
dx n(dz+pg)x+ !
Nach der zweiten Integration erhélt man:
1 (dp x?
=—| - —+C C
w(z) ; (derpg) 5+ O+

Die Haftbedingung an der Platte lautet w(x = 0) = Wp und an der rechten Wand w(x =
h) = 0. Setzt man das in die Gleichung ein, erhilt man:

Wp = Cs

bzw.

1 /d h?
w(x:h):OZ—(—p+pg>—+Clh+Wp
n \ dz 2

C lautet damit:

Fiir die Geschwindigkeit im rechten Spalt ergibt sich dann:

1 (dp 22 1 [dp h-x Wp-x
- (2 oo (® - 1%
w(x) n(dzﬂ)g) n<dz+pg> 5 — + W

1=ty (0m) £ (G-1) (1)

bzw.



c¢) Fiir die linke Spaltstromung gilt in entsprechender Form:

2

1/d
w(z') = - (d—lz)+pg> %—1—011"—1—02

Die Haftbedingung ergibt an der Platte w(z’ = 0) = Wp und an der linken Wand w(z’ =
2h) = 0. Analog ergibt sich somit:

~ (2r)* [ dp (2 x’
w@) ==\t o\ @ +We 2h

d) An der Platte muss ein Kriftegleichgewicht zwischen Reibung und Gewichtskraft herr-
schen. Die Reibungskrifte werden iiber die Schubspannung berechnet. Die Kraft auf die
Platte berechnet sich also zu:

FR,rechts + FR,links =G

Fiir den Geschwindigkeitsgradienten an der rechten Seite erhélt man also:

dw, —~  h(dp 1 Wp
%(:B_O)_ n(dz+pg>2 h

Somit berechnet sich die Reibungskraft auf der rechten Seite zu:

_ v
_ndx

h (d %%
FR,rechts = (_5 (d_]; + pg) - UTP) -L-T

Analog berechnet sich die Reibungskraft der linken Seite zu:

FR,rechts:T(-TZO)'L'T (x:O)LT

dw’
g dz’

Frimks =7(2'=0)-L-b= (x=0)-L-T

bzw. J
p Wp
Frinws = —h|— —n— | -L-T
Rilink < (dz’ +P9) n Zh)

Eingesetzt in das Kriftegleichgewicht erhélt man:

h ( dp Wp dp Wp B

bzw. mit dp/dz = dp/d='":

b (dp W dp Wp
_nh(ap A0 o T O AT (A (& L T O A
( 2(dz+pg) ”h) +( h(dz+pg) ’72h> ¢



Umgeformt ergibt sich:
3h (dp 3Wp
G=|——7|— —n——|-L-T
( > (dz+pg> "2h>
Aufgelost nach dem Druckgradienten ergibt sich:
dp 2 G Wp
dz~ 3nLT Thr

Zusitzlich gilt:
@ _P2—h
dz L

Damit ergibt sich fiir die Druckdifferenz:

2 G Wp
p‘(ém”W”g)L



5. Aufgabe

a) Der Ski bewegt sich mit der Geschwindigkeit U,,. Damit ist die Geschwindigkeit eben-
falls U,,. Desweiteren ist die Hohe h gegeben, so dass fiir die Koordinatentransformation
y2 = y1 + h gilt. Fiir u(y,) ergibt sich somit:

=

U(y2) = —Uso + Ung (%1)

_ ) Y2 — h
v (250

_Uw.<(w;h)*_1)

b) Der Reynolds-Ansatz wird zur Beschreibung der turbulenten Stromungsgroflen verwen-
det. Dabei setzt sich eine Stromungsgrofle aus der zeitlich gemittelten GréBe plus eine
Schwankungsgroffe zusammen.

Der Reynolds-Ansatz fiir die Stromung lautet also:

=

U +u
v +
p +P

I
hSTIESTIEN

c¢) Fiir 7, gilt:

Ju
= — a— —_—

Te(y2) puY =M y

Die turbulent Viskositét ergibt sich nach Prandtl zu:

8u
2

50U ou
= Ti(y2) = 8y 8_y

Ju
= = pl?
Ti(y2) = p ( 8y)
Fiir den Geschwindigkeitsgradienten an der Stelle A ergibt sich:
( Oy ) Uso =2
— — — . y2
o 707

(862)2_ U2, =e
Oys ) 495 P2




Setzt man nun noch die gegebene Formel fiir den Prandtl’schen Mischungsweg ein, erhilt
man:

2 —12

— 02 2 o . 4
Ti(Y2) = p Yo osT U

2 N 2

=T = pC*"—= - yg

t(yz) p 495% Yo

d) Das logarithmische Wandgesetz lautet:

. YoUr
t T =
mi Y ”
1 YaUr
=yt =1 5.5
u . ( y )+

u, ist definiert als:

Somit ergibt sich fiir u*:




