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1. Aufgabe
a) Kriftegleichgewicht im Schwebezustand des Ballons:

prgV = pur gV + G

Fiir einen starren, offenen Ballon gilt: p;, = ppy. Einsetzen des idealen Gasgesetzes

p = w5 ergibt
1 1
o_bgV (1
R \T, Tur

mit
TL(Z = 21) = To — KZl
konnen wir nach der gesuchten Temperatur 7%, auflosen:
1

Thr = 1 RG
To—Kz1 pr(z1)gV

pr(z1) berechnen wir iiber die hydrostatische Grundgleichung:

L/
d: 7 RT
@_ gdz

D R(Ty — K=z)

Die Integration dieser Formel liefert:

p(z1) z1

Inp = %%ln (To — K=2)
Po 0
K 2\ #F

p(z1) = po (1 - T(]l)

Setzen wir dies in unsere Formel ein, erhalten wir fiir Ty, (z = 21):

THL(Z = 21) = g
| — RGTy (1 . &) KR
b) Kriftegleichgewicht fiir den neuen Schwebezustand bei z = 2z5:

Fa=Gur2+G
pr 9V = par2 gV + G



Fiir einen starren, offenen Ballon gilt py;, = po.
p2 berechnet sich durch die hydrostatische Grundgleichung zu:

_ 9 2
P2 =poe o

Einsetzen in das Kriftegleichgewicht und Umstellen liefert:

Do 922 To
gV TR (] ——— | =1
GRT," ( )

Auflésen nach z; ergibt:

. :RToln PogV 1— Ty
? g GRT; Thr,

¢) Fiir Stromlinien gilt:

e

dy _v_U-e
dac_u_U-(

)

Tl

Die Integration dieser Gleichung liefert:

Y=

(%)

Es ergibt sich fiir jede Hohe 2 also ein aus parallelen Geraden bestehendes Stromlini-
enfeld, wobei jede Stromlinie durch eine andere Integrationskonstante C' charakterisiert
wird.

d) Die Stromliniengleichung aus c) ist die allgemeine Geradengleichung der Form y =
mx + C. Da der Wind auBlerhalb der unteren Atmosphére in z-Richtung blést, kann der
Winkel zwischen der x-Achse und der Stromlinienrichtung in der Hohe z direkt durch die
Steigung m berechnet werden. Somit ergibt sich fiir den Winkel a:

e T
a = arctan(m) = arctan ( - )
(7)

e) Da laut Aufgabenstellung der Ballon mit einer konstanten Aufstiegsgeschwindigkeit steigt,
folgt fiir die Bahnlinie in z-Richtung:

2(t) =W -t + z

wobei laut Aufgabenstellung zy = 0 ist.

Fiir die Bahnlinie in z-Richtung gilt:



Die Integration dieses Ausdrucks liefert:

Jarmu [ (ML

U (W
J](t) = ﬁ <T + Zot> + Cl

bzw.

Die Integrationskonstante C'; bestimmen wir durch die Randbedingungen ¢ = ¢, = 0 und
z(t =0) = zg zu:
o = Cl

x(t) = % (WTtQ) + 7

y(t) wird analog zu x(t) berechnet. Es ergibt sich:

Wit+zg
dy = /U-e 7 dt
UH

y(t) = —W . 6_% + OQ

Somit ergibt sich fiir ()

C wird wieder iiber die Randbedingungen ¢t = t, = 0 und y(t = 0) = y, bestimmt:
UH

Y = —— '+ Cy
UH
=0y = yo+ A
Somit ergibt sich fiir y(t):
o U e U
= —— ¢ -
Y W Yo W



2. Aufgabe
a) Fiir die Massenerhaltung von 1 nach 2 gilt:
iy = 1y = psVa

VI berechnet sich damit zu: '
v, = Py
W Pw

Fiir die mittleren Geschwindigkeiten ergibt sich:

_V1 Vi ps
m

= A A D

v i
A2 _7TD§

U =

Am Kanonenausgang besitzt das Geschwindigkeitsprofil eine parabolische Form und I&sst
sich mit der Gleichung us(r) = ar? + b beschreiben. Aus den Randbedingungen

Us(r =0) = Upae = b
Ug(T = RQ) =0= CLR% + Umaz

folgt fiir das Geschwindigkeitsprofil

2
U2 (T) = Umag (1 — R_§>

Dartiber hinaus gilt fiir den Massenstrom:

My = /psuz(r)dA

Ro 7,2
= 2p5/ Unaz (1 — —) mrdr
0 R3
Ro 7“3
= 2psumax7r/ (r — —) dr
0 R3

R R?
=2 max 2z
Pl 7T(2 4>

o pSuma:cﬂ-Rg
B 2

Somit folgt fiir w,,q. i
2y o 8Va

Umaz = = zlUg =
psTR3 D3



b) Der Impulsstrom an der Stelle 1 lautet:

4Vy p%
7D} pw

jl = qu%Al =
Der Impulsstrom an der Stelle 2 berechnet sich zu:
I, = /pSUQ(T)QdA

Ro r2
= ZpS/ u?,, (1 — —)mrdr
0

R
Ry 2’/"3 7a5
- QPSUEna:pﬂ-/ (7’ — -5 T —)d?“
0 R Ry
r2  2rt N
= 2003 S T
pSumaIﬂ- |:( 2 4R% + 6R121 )1 0

2 2 2
= 2p5u12naxﬂ- [(% - % + %)]
1 2 2
= gpsumaxﬂ'RQ
16 V7
= ?pSW_Dg

Fiir die Kriftebilanz in z-Richtung ergibt sich damit:

: 16 V7
Fs, = I, cos(a) = —ps——=5cos(a)
3" nD2

Die Kriftebilanz in y-Richtung bestimmt sich zu:

nD?
4

—I, + Lsin(a) = Fsy —mag + (p1 — pa)

tD? 4V, p% 16
= F — — — Da _1 — _S -

sin(a)
— St
pSﬂ'D%



3. Aufgabe

a) Kriftegleichgewicht in Hauptstromungsrichtung:

dr

2 dx — 2 d
mrrdx 7(r +dr) (T—Fdr

d
dr) dx + 2mrpdr — 27r (p + ﬁdm) dr

+pw g stna 2nr drdx =0

d d d
= —rd—;drdx — 1drdxr — —Tdrzdx - 7“£de33 + pw g sina rdrdz =0

d d
é%— (——p—i-pwgsz'ncz)r

dr

dx

Erste Integration liefert:

d
=" ——p—i—pwgsina +C
2 dx

Mit der Randbedingung 7(r = 0) = 0 folgt C; = 0. Mit dem Newton’schen Ansatz

T = —n% ergibt sich:
du r (dp .
—=—|=- sina
dr  2n \dx W

Nach der zweiten Integration erhélt man:

r? (d _
u(r) = s (d—i - pwgsm&) + O

Mit der zweiten Randbedingung u(r = R) = 0 folgt Cy = —f—Q (3—5 — pwgsina).

n
Das Geschwindigkeitsprofil lautet damit:

u(r) = %j (—j—i + pwgsz'na) (1 — (%)2)



b) Der Volumenstrom V berechnet sich zu:

) : R dp , r? ri R
V= [ 2eruteiar = 5 (G0 mvasina ) (5 )|
: R d
V=""" (__p + pwgsz’na)
8n dx

Fiir eine ausgebildete Stromung gilt:

dp _pr—p2 _ pi—ph

dec L L

Das hydrodynamische Gleichgewicht fiir die Mannometerfliissigkeit lautet:

i+ pwg(2H + H' + Lsina) = py + pwgH' + pug 2H
= p — Py = 2(pm — pw)9H — pwgLsina

Setzen wir das in den Volumenstrom ein, erhalten wir:

TR*

— " (py — H
4nL(pM pw)g



4. Aufgabe

d
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e 7 >
a) Instationédrer Bernoulli von 1 nach 2:
2 ov PM o PM 9
Py Ed5+p2+7vz+Png2 =t vt g
1

Da die Gewichtskraft des Wassers und die Reibung nicht beriicksichtigt werden, ergibt

sich:
b1 = P2
2 9
vy = Uy

Fiir die Hohe der Manometerfliissigkeit an den Stellen 1 und 2 gilt somit:
n = a+ R + y(t)
Y2 = a + R — y(t)

Setzen wir das alles ein, vereinfacht sich die Bernoulli-Gleichung zu:

2
v
—ds = 2
. ot 9y
Da der Manometerdurchmesser d konstant ist, konnen wir die Gleichung weiter vereinfa-
chen zu: p
v
2 = —1
g y d t )

wobeil = 2a + b + m R'. Mitv = —dy/dt ergibt sich

Py 2g
a v =0
Py



die Schwingungsdifferentialgleichung einer harmonischen Bewegung. Laut Aufgaben-
stellung lautet deren allgemeine Losung:

y = A cos(wt) + B sin(wt)

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Auslenkung y(t = 0) = H und die Geschwindigkeit
v(t = 0) = vy. Zur Bestimmung der beiden Variablen A und B, differenzieren wir die
allgemeine Losung, da:

d
= —d—? = — (—Awsin(wt) + Bwcos(wt))
Setzen wir unsere Randbedingung v(t = 0) = v, ein, erhalten wir:
vg =v(t =0) = —Bw = B=-2
w

Fiir A erhalten wir: y(t =0) = H = A

Somit ergibt sich fiir den Schwingungsverlauf:

y(t) = H cos(wt) — 2 sin (wt)
w
) . [ 2
bzw. mit der Eigenfrequenz w = ST B f,r ol
oy SN

t) = H ST o ) T atbr !

y(t) cos ( 20+ b+ 7R ) Y sin 20 +b+ R )
2a+b+7R’



5. Aufgabe

a)

b)

dr 2 idr

P1 —» < > <«—— D2

Das Einsetzen des Newtonschen Zihigkeitsgesetzes 7 = —ndu/dr liefert:
— 9 du
2nrLpu'v' = (py — po)mr® + 27r7’L77d—
r

bzw.

(s — p1) - = — g + 2
D2 — D1 5L P n dr
Der Ausdruck —pu/v’ wird turbulente Schubspannung 7, genannt. Somit setzt sich in der
turbulenten Rohrstromung die Schubspannung aus dem molekularen oder laminaren 7
und dem turbulenten Anteil 7,

— U
T = —pu’v’—i-n% =T +T7

zusammen.

Der Prandtlsche Mischungswegansatz ist ein Ansatz zur Bestimmung von 7, mit
du
= pl>—
=P dy
Die Prandtlsche Mischungwegsléinge [ ist definiert als die Weglénge, die ein Fluidelement
zuriicklegt, bis es sich durch den turbulenten Prozess vollstindig mit seiner Umgebung
vermischt hat und nicht mehr zu identifizieren ist.

Unter Beriicksichtigung der mittels der Mischungsweghypothese formulierten turbulen-
ten Schubspannung lautet der Impulssatz der Rohrstromung
du

dy

du
dy

pP1— P2 _ . @ 2
5T (R y)—ndy+pl

wobei die Koordinate y = R — r eingefiihrt worden ist.



¢) In einer geringen Entfernung von der Rohrwand sind die laminaren Spannungen gegen-
tiber den turbulenten Spannungen vernachlédssigbar. Dariiber hinaus setzen wir in Anleh-
nung an Prandtl voraus, dass iiber diese sehr diinne Schicht die Spannung 7; konstant ist
und somit der Wandschubspannung 7,, entspricht

du
dy

du
dy

Tw = pl?

Da die Schwankungsanteile in unmittelbarer Wandnihe verschwinden bzw. auf der Wand
exakt null sind, wird die Mischungslidnge proportional zum Wandabstand angesetzt

I =ky,

di\ >
Tw = Pk2y2 (_>
dy

d) Die Schubspannungsgeschwindigkeit ist definiert als

so dass

W
Ur = 4 —

p



6. Aufgabe

a) Die Profile sehen wie folgt aus:

1. Couette-Stromung ohne Druckgradienten:

7-Profil u-Profil
\

(i

X

2. Poiseuille-Stromung mit negativem Druckgradienten:

7-Profil u-Profil

3. Couette-Stromung mit negativem Druckgradienten:

7-Profil uyy \u—Proﬁl

2L 2Ll 22l 2L >

b) Das Schubspannungs- und Geschwindigkeitsprofil fiir das Bingham-Fluid sieht wie folgt
aus:



7-Profil u-Profil

r % \
S S " D || turbulentes Profil

& —70 7Lvertikale Linie

/
Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll Ll

¢) Ein Kriftegleichgewicht an einem infinitesimalen Fluidelement liefert:

dr = p(z)g sina dy

Die Schubspannung berechnet sich per Integration zu:

1
=-3 %g sina (6% — y?)
Mit dem Newtonschen Zihigkeitsgesetz 7 = —n(y)‘;—z und erneuter Integration ergibt

sich:

Q)
—

v T-Profil

u-Profil




