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1. Aufgabe

Auftriebskraft:

Fy = Vg(h)pwyg
Kriftegleichgewicht:

Fs + Vi (h)pwg = Vkprg

Einsetzen:
Fs+ shAL pwg = YHAppg

Ergibt:

HAppg — 3Fs
Apwg

= h= H?

b)
Skizze des Volumenteils V4 des Kegels, welches im Wasserbecken zum Auftrieb beitrigt:
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V4 als das fiir den Auftrieb im Wasser wirksame Volumen
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= Fy = ngQ(i%t +T)pwyg



2. Aufgabe
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a) Bernoulli 0 —1 in Wasser
pd'ia pwgho + pTWl}daoz p1+ pwghimin + pTW%ao
= p1 = Pa + pw9(ho — P1min)
1 —2 mit vernachlédssigbarer Dichte der Luft
= D1 = P2
Bernoulli 2 —3 in Wasser
P2+ Pwhomax + BLv® = ps + pwghs + Ly
= P2 + pwgho,max = P3 + pwyhs

Einsetzen
= Do + pwg(ho — P min) + pPWIR2 max = P3 + pwghs
= Ap =P3 = Pa = pr(hO - hl,min + h27max - hS)

b) Quasistationdre Annahme: pyy 1, f:H % ds = 0 fiir alle Punkte + = 0, 1,2, 3,4

Kinematik fiir alle Zeitpunkte ¢ > t,, wobei ¢y der Zeitpunkt ist, an dem sich die Fontine
ausgebildet hat.



vy = dt = 0, da konstante Wasserspiegelhohe im Auffangbecken
dhy

V1= >0

Vg = —% >0

vy = 0, Scheitelpunkt der Fonténe

Hinweis: Im Nachfolgenden werden in der Regel verkiirzend hy = hy(t) und hy = ho(t)
verwendet.

Konti 1 —2 mit inkompressibler Luft
(A AR)Ul = (A — 3AR)U2 wobei A > AR >0

A—3Ar
= U1 = A—Ag (%)

Konti 2 —3

(A —3AR)vy = Apus
= Uy = ﬁv3

Fiir Konti 1 —2 gilt dann

A
= U1 = A_ zRvg

Bernoulh 0—1in Wasser

pe¥ pwoho + 8 ud® = p1 + pwghy + 803

= Do + pwgho = p1 + pwghy + BL07

= p1 = pa + pwy(ho — h1) — %v%

1 —2 mit vernachléssigbarer Dichte der Luft

= D1 = P2

Bernoulli 2 —3 in Wasser mit scharfkantigen Auslass an der Diise, also p3s = p,
P2 + pwghs + pTW’U% = p{il pwahs + pvag

= p2 + pwgha + B3 = po + pwghs + B5v3

Zwischenschritte: Einsetzen von p; = p; in Bernoulli 2 —3 und verwenden von v; =
Af—‘ngg und vy = ASAR Vs
= Pa + pwy(ho — h1) — B0} + pwghs + BYv3 = pa + pwghs + BEvi wobei pw > 0
= Ug + U% — U% = 29<h0 hi 4+ ho — hg)

[1 + (2 AR)Z - <AA—3134R)2] v2 = 2g(ho — hy + hy — hs)

2 2
Mit der Annahme, dass 1 + (Af‘—iR> — (Afl—s[)m{) > 0, welches fiir A > 3Ag und ein

dazu passendes Ap hinsichtlich der geometrischen Verhiltnisse plausibel ist, ergibt sich:
ho — hi + hy — hs

A 2 A 2
D
1+ (A—3R> - <A—3AR)

= v; = 2g




Bernoulli 3 —4 in Wasser

Pa
P+ pwghs + Mvg pzf”r pwgha + 22y
= Ah=hy— hs =

Einsetzen des Ausdrucks fiir v3
ho — hy(t) + ho(t) — h
o AR(t) = hy(t) — hy = o=l +ha(t) = B

2 2
A A
1 () - (i)

Da h(t) ebenfalls eine Funktion der Zeit und nicht gegeben ist, muss h; iiber eine in-
tegrale Volumenbilanz zum beliebigen Zeitpunkt ¢ und Anfangszeitpunkt ¢, mit hy in
Beziehung gesetzt werden, wobei das Wasservolumen in der Fontidne Vp vernachlissig-
bar klein ist und die Rohre und das Auffangbecken immer das gleiche Wasservolumen
beinhalten, d.h. Vz = const und V;; = const.

Integrale Volumenbilanz: Vt € [ty, 1] : >, Vi(t) = >, Vi(to)

= Vo + Vi(t +V2()+$<R+M:%+W(t:to)+V2(t:t0)+1><x+‘//pgt/—/tﬁ'o
= (A - AR)(hl(t) — Hy) + (A — 3AR)(hao(t) — Hs)
= (A — AgR)(hi(t =to) — H1) + (A — 3AR)(ha(t = to) — Ha)

Die jeweiligen Hohen der Behilterboden H; und Hs, die eingefiihrt werden konnen, kiir-
zen sich heraus und mit hy (t = to) = Ay min und ho(t = ty) = ho max ergibt sich:
= (A — AR)hl( ) (A — 3AR)h2( ) = (A — AR)hl,min + (A — BAR)hQ,maX

Ar
= hl( ) - hl ,min + — A — A (h2 max h2(t))

Insgesamt folgt dann:
hO - hl,min - 1?4:31?;{ (h2,max - h?(t)) + h?(t) - h3

P P
A A
L () - (%)

hO - hl,min - _3ARh2 ,max + [1 + L 3AR} h2( ) h’3

2 2
A A
1+ (%) - (%)

= Ah(t) = hy(t) — hy =

= Ah(t) =




3. Aufgabe

a) Bernoulli 0 —1

P2 _ P2
Po + 5V5 = Pa + 507

Konti 0 —1

U()AO = 2?)1A1 = Vg = 21}112—(1)

2
Po = pa = §(vf — vg) = §vi {1—4@—;) }

—pAgd — 2pA102 = Ag(po — pa) + E.

Fz: Kraft vom Hoverboard auf das Fluid

F, = —FZ: Kraft vom Fluid auf das Hoverboard

F, = Ag(po — pa) — pA04U%('2—(1))2 —2pAw} = —F,

1 Al 2 Al 2 Al
—(1—-4(— 4(— 2—
2( (A0)>+ <A0 T
b) Bernoulli Pumpe —1

Ph=Pa + pg(H + h) + S0} — Ap

Mit hydrostatischer Grundgleichung (HGG):

Pr = Pa + pgh

Eingesetzt ergibt sich:

Ap = pgH + L}

F, = Aypv}

Im Gleichgewicht fiir die Person mit Hoverboard mit Gesamtmasse m gilt:

F, =mg
Eingesetzt folgt:

m 1
Ap = pgH + 2

2 2
Ao 1—4(2‘—;) +8<j—;) +441



4. Aufgabe

a) Skizze des Verlaufs der Energiehohe:
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Qualitativer Verlauf des Graphs

Benennen der Zustinde H, und H, an den dazugehorigen Stellen x; und x5 und
Kennzeichnen des Energieh6henverlusts A Hy

dl,
b) Impulserhaltungssatz (IES) in z-Richtung: i Z F,;

l g Pa
v1

s Z1

v2
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xr1 2
zZ1 z2
—pviz1 B+ pvszB = Bp,(z — 21) + B /pa + pgzdz — /pa + pgz dz
0 0
Lo 2 5 2 . .
= E (v2z2 — V] zl) = (5 — ?) wobei sich B und p, herauskiirzen

Konti 0 —1: Bvyz; = Buszy = 0121 = U229

1 (032 1
= (B o) = 362 -

g )
vizg 1 .
= — (21 — 22) = =(21 — 22) (21 + 22) mit 21 # 2
gz 2
2
1
N —(21 + 23), wobei z3 # 0
gzo 2



2
V121
:>2’22+212’2— 1720

Mit der Definition der Froude-Zahl F'r; = \/1;171 an der Stelle x; folgt:

= 25+ 2129 — 2Fr222 =0

Einzige physikalisch sinnvolle Losung: z5 = % <—1 +4/14+8F r%) >0

Mechanischer Energiesatz bzw. Bernoulli entlang der Wasseroberfliche unter Beriicksich-
tigung des Energiehohenverlusts A Hs:
2 2

v (¥
21+i22’2+i+AH12
v? viz?
= 21+ = =2+ &+ AHp,
2g 2925

Fr? 2
= AHp =2 (1—@+i<1—(i) ))
21 2 Z9



5. Aufgabe

a) Geschwindigkeitsverteilung durch Impulserhaltungssatz (IES) in x-Richtung am differen-
tiellen Volumenelement unter der Annahme von Rotationssymmtrie um die Rohrachse:

T(r+dr/2)
r p(x) p(z + dx)
———————— A g R
( Spemdy
mp

IES am differentiellen Volumenelement in x-Richtung:

7(r —dr/2) 21 <r - %) de —7(r +dr/2)2n (r + %) da ..

. + p(x) 2rrdr — p(z + dx) 27trdr = 0

mit den Taylor-Reihen mit Enwicklungspunkt mit den Koordinaten (x,r), welcher als
Punkt in der obigen Skizze gekennzeichnet ist

T(rFdr/2) =71(r) Fdr/2 =7(r) F dgir) %
p(x +dz) = p(x) +dp = p(z) + dp(x)dx

dx

Finale Differentialgleichung:

d(rr) B —r@

dr dzx

=

1.Integration:



mit Randbedingung fiir Symmetrie beziiglich der Mittellinie bei » = 0, d.h. 7(r = 0) = 0,
folgt:

d
¢ =0=7(r) :—ég

Newtonsche FlieBgesetz:

du dpr
=) =g = T
dus r dp

=S 2 = =
dr 2ndx

2.Integration:

mit Randbedingung fiir die Haftbedingung bei = R, d.h. us(r = R) = 0, folgt:

R? dp
Cg = ———

4n dx

T R?dp r\2
() (- (7
= uz(r) =z <R> 4dn dz ( R )
Nun wird der Druckgradient g—i iiber die Konstanz der Volumenstrome V1 = V2 =V =
const bestimmt:

‘./1 = U17TR2

1

b fpiae [ wtorae o [ ) )
2 0
v [ (1 () ()

nRY*dp dp Suin
R ——— = =
—n 8y dxr  dx R?

Geschwindigkeitsprofil:

= up(r) = 2us (1 _ (}%)2)



b) Skizze des Kontrollvolumens:
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x=0 z=1L
Impulserhaltungssatz (IES):

—Tein + Lous = ApmR? — F,

mit

Ap =p1 —p>

F,. = %(Twand(l‘ =0) + Twana(T = L))27TRL

7_Wand(x - L) = - dd%

r=R 477”_}21

TWand(-T = O) = C . Tw<£L' = L)
folgt fiir die Reibungskraft
= F, = Twana(z = L) - (C+ 1)mRL

und mit

1
jein = _PU%WR% und jaus = QWPRQ /U% <—> —d (—) =
0

folgt

= p"T — ApnR? — mRL(C + 1)dn'

= Ap = dpHCH 4 pul



6. Aufgabe

a) Gegebene differentieller Impulsbilanz in z-Richtung:

dp .

— = —pg mitg = const

0z

Luftphase:

Einsetzen des idealen Gasgesetzes pr, = 357 mit Ry, = const > Ound 7" > 0
o py
0z RLT

Trennung der Variablen und Einarbeiten der Randbedingung p(z = 0) = p,
8p 0z

" R.T

op = g0z
;‘/ 7= |k
(2=0)=pq Z:ORLT

Annahme der isothermen Atmosphire einarbeiten, d.h. 7' = const und somit # =
const, und Integrale 16sen

1 p(z — g o
= [In[p[]} 70
= Infp(2)| ~ Inlpa] = 572

p(2) g

In|m2 | = 2

= In " RLTZ
o |PE)| _ e

Pa

Da p(z), p, > 0 gilt, konnen die Betragsstriche weggelassen werden
p(z) e
= e R
Pa .
= p(z) = pee BT fiir 2 > 0

Wasserphase:

Verwenden der Annahme eines inkompressibles Fluids, pw = const

Ip
— = —pwyg = const

0z
= 0p = —pwyg 0z
p(2) z
= 3]32/ —pwyg 0z
P Da z=0
= p(2) = pa = —pwgz
(2) = —pwgz + p, fiir 2 < 0

=
1S3
I
(=]
e
I



Skizze des Verlaufs des statischen Drucks:

g
u€ FLT? x > 01in Luft
MQZ{p :
—pwg? +po 0 < xin Wasser
_ pag _ Op|- >0pW_
Ly = R.T  0zl:=0~ 0zls=0 pwg

da pr, < pw

p(z) exponentiell

PL

W

Exponentieller Verlauf mit entsprechender Kriimmung fiir die Luftphase und linearer
Verlauf mit entsprechender Steigung fiir die Wasserphase

Stetigkeit bei z = 0 mit p(z = 0) = p, und qualitativ im Verhiltnis stehende
Steigungen bei z = 0 fiir die Luft- und Wasserphase

b) In stationdren Stromungen fallen Stromlinie, Bahnlinie und Rauchlinie zusammen.

¢) Die Reynolds’sche Zerlegung beschreibt die StromungsgroBe f als Summe aus zeitlichem
Mittelwert f und Schwankungsanteil f’, wobei die Argumente 7 fiir die Orts- und ¢ fiir
die Zeitabhingigkeit stehen.

FF. ) = F(F) + f'(F.1)

Die Reynolds’sche Mittelung ist durch die zeitlich-integralen Mittelung iiber ein hinrei-
chend langes Zeitintervall At nach folgender Definitionsgleichung gegeben.

to+At

f(7) = Altlgloo X7 ) f(7,t)dt

d) Mit der Hilfe der Rechenregeln fiir die Reynolds’sche Mittelung kann der gesuchte Aus-
druck wie folgt hergeleitet und vereinfacht werden, wobei im Allgemeinen f’g’ # 0 gilt:



(f+f)G+¢) ,ausmultiplizieren

fg+1g+fg+1r19

Fo+7G+Fg+Fg .daAdditivitit gilt, a + b = + b.

?? + 7? + f? + W ,da T und g zeitlich konstant sind und ? = 7
0 0

JG+FG+Td+Fg . wobei g’ #0

fg+7Fy



